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Lühikokkuvõte. Bakalaureusetöös esitatakse rea
∞∑
n=1(−1)nf(n)∣ sinnpiα∣, kus α
on irratsionaalarv ja f ∶ [1,∞)→ (0,∞) on pidev ja kahanev, koonduvuseks piisava
tingimuse üksikasjalik tõestus ning järeldusena koonduvus erijuhul, kus α = 1/pi ja
f(n) = 1/n. Lisaks on esitatud mainitud rea koonduvuseks tarvilik ja piisav tingi-
mus juhul, kui α on ratsionaalarv. Töös esitatud tõestus toetub A. V. Kumchevi
artiklis On the convergence of some alternating series (The Ramanujan Journal,
2013) esitatule.
CERCS teaduseriala: P140 Read, Fourier analüüs, funktsionaalanalüüs
Märksõnad. Vahelduvate märkidega read, osasummad, ahelmurrud, lähismurrud,
irratsionaalsusmõõt.




Abstract. The objective of this bachelor's thesis is to present a detailed proof
of the sufficient condition for the convergence of the series
∞∑
n=1(−1)nf(n)∣ sinnpiα∣,
where α is irrational and f ∶ [1,∞) → (0,∞) is continuous and decreasing, and
a proof of the convergence in the special case where α = 1/pi and f(n) = 1/n.
In addition we give the proof of the necessary and sufficient condition for the
aforementioned series, where α is rational. The exposition is based on the proof
presented in the article On the convergence of some alternating series (The Ra-
manujan Journal, 2013) by A. V. Kumchev.
CERCS research specialisation: P140 Series, Fourier analysis, functional analy-
sis
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millest esimene koondub Leibnizi tunnuse põhjal, teine hajub, sest liites ja la-
hutades lugejas ∣ sin(n − 1)∣ ning korrutades lugeja ja nimetaja kahega, saab rea
eraldada kaheks osaks, millest üks osa koondub ja teine hajub, ning kolmas mai-
nitud ridadest koondub, sest on funktsiooni f(x) = pi − x
2
, x ∈ [0,2pi] Fourier' rea
summa.







kuna selle koonduvuse uurimiseks ei piisa Fourier' analüüsist, Leibnizi vahelduvate
märkidega rea koonduvustunnusest ega Abeli või Dirihlet' koonduvustunnustest.




f(x) = 0, ∫ ∞
1
f(x)dx = ∞.
Kui f ∈ F, siis f on positiivne funktsioon ja rida ∑
n
(−1)nf(n) koondub tingimisi.





kus α on reaalarv ja f ∈ F.
Käesoleva bakalaureusetöö eesmärk on tõestada rea (1) koonduvus. Selleks tões-
tame põhitulemusena ridade kujul (2), kus α on irratsionaalarv, koonduvuseks
piisava tingimuse ning järeldame erijuhul α =
1
pi




Lisaks tõestame tarviliku ja piisava tingimuse ridade (2) koonduvuseks juhul, kui
α on ratsionaalarv.
Töö koosneb neljast peatükist. Esimeses peatükis tutvustatakse töös kasutatavaid
tähistusi ning tuletatakse meelde vajaminevaid väiteid matemaatilisest analüü-
sist ridade ja nende koonduvuse kohta ning arvuteooriast kongruentsuse kohta,
mida kasutatakse ridade ümberjärjestamiseks. Samuti tutvustatakse irratsionaal-
susmõõdu mõistet ning ahelmurde, lähismurde ja nende omadusi. Põhjalikum üle-
vaade ahelmurdudest ning nende lähismurdudest on leitav Khinhini raamatust
Continued Frations (1997) [4℄.
Teine peatükk on pühendatud ridade (2) koonduvuse uurimisele, kui α on ratsio-
naalarv. Selgub, et koonduvus sõltub ratsionaalarvu nimetaja paarsusest.
Kolmandas peatükis esitatakse bakalaureusetöö põhitulemus, mille tõestuse idee
on järeldada uuritava rea koonduvus Cauhy kriteeriumist, kasutades osasummade
hindamiseks funktsiooni f omadusi ja irratsionaalarvu α ahelmurru lähismurdu-
de nimetajate omadusi. Põhitulemus on omakorda jaotatud osadeks, alustades
osasumma teisendamisest, jätkates osasummade hindamisega kolmes osas sõltu-
valt arvu α lähismurdude nimetajate suurusest ja paarsusest ning lõpetades leitud
hinnangute rakendamise ning Cauhy kriteeriumi kehtivuse näitamisega.




lähismurdude omadusi ning arvu pi irratsionaalsusmõõtu, millele
andis esmakordselt hinnangu Mahler aastal 1953 [6℄.
Kõnealuses töös kasutatakse mitmeid üldtunnustatud tähistusi: kõigi reaalarvude
hulka tähistatakse sümboliga R, naturaalarvude hulka sümboliga N, täisarvude
hulka sümboliga Z, ratsionaalarvude hulka sümboligaQ ning kõigi kompleksarvude










Käesolev bakalaureusetöö on referatiivne ning põhineb Angel V. Kumhevi artiklil
[5℄. Lisaks on kasutatud raamatuid [2℄[4℄ ja [7℄.
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1. Vajalikud eelteadmised
Selles peatükis tutvustame töös kasutatud tähistusi ning tuletame meelde mõ-
ningad matemaatilise analüüsi kursustest tuntud tulemused ridade ning nende
koonduvuse kohta. Lisaks vajame ridade teisendamiseks kongruentsi mõistet ning
kompleksarve, milleks deneerime ka eraldi funktsiooni, mis võimaldab asju lühe-
malt kirja panna.
Deneerime funktsiooni e∶R → C nii, et e(α) = cos (2piα) + i sin(2piα) iga α ∈ R
korral.
Lause 1.1. Kui α,β ∈ R, siis
e(α + β) = e(α)e(β).
Tõestus. Olgu α,β ∈ R. Siis kasutades kahe nurga summa siinuse ja koosinuse
valemeid, saame
e(α + β) = cos(2pi(α + β)) + i sin(2pi(α + β))
= cos(2piα) cos(2piβ) − sin(2piα) sin(2piβ) + i sin(2piα) cos(2piβ) + i cos(2piα) sin(2piβ)
= cos(2piα)(cos(2piβ) + i sin(2piβ)) + i sin(2piα)(cos(2piβ) + i sin(2piβ))
= (cos(2piα) + i sin(2piα))e(β) = e(α)e(β).
Tähistagu _x_ reaalarvu x kaugust lähima täisarvuni. Tegemist ei ole normiga,
kuid saab näidata, et kehtib kolmnurga võrratus.
Lemma 1.2. Olgu α,β ∈ R. Siis
_α + β_ ⩽ _α_ + _β_. (1.1)
Tõestus. Kuna _x + n_ = _x_ iga x ∈ R, n ∈ Z korral, siis lihtsuse mõttes tões-
tame tingimuse juhul, kui 0 ⩽ α,β ⩽ 1. Olgu α1, α2, β1, β2 ∈ R sellised, et _α1_ =














Joonis 1.1: Vaadeldavad punktid ja erinevad juhud.
Kuna 0 ⩽ _α + β_ ⩽ 1
2
iga α,β ∈ R korral, siis vaatleme ainult juhtusid, kus
_α_ + _β_ < 1
2
.








< α1 + β2 ⩽ 1, siis
_α1 + β2_ = 1 − (α1 + β2) = −α1 + (1 − β2) < _α1_ + _β2_.








< α2 + β2 ⩽ 2, siis
_α2 + β2_ = 2 − (α2 + β2) = _α2_ + _β2_.
Järelikult võrratus (1.1) kehtib.
Denitsioon 1.3. Olgu a, b ∈ Z ja n ∈ N. Öeldakse, et a ja b on kongruentsed
mooduli n järgi (ja kirjutatakse a ≡ b (mod n)), kui n ∣ b−a, s.t. kui leidub selline
k ∈ Z, et b = a + kn ehk a = b + (−k)n.
Denitsioon 1.4. Transtsendentseks nimetatakse reaal- või kompleksarvu, mis ei
ole algebraline, s.t. mis ei ole nullist erineva ratsionaalsete kordajatega polünoomi
juur.
Järgnevad denitsioonid ja tulemused ning põhjalikum ülevaade ahelmurdude ning





a1 + 1a2+ 1a3+...
, (1.2)
kus a0 on täisarv ja a1, a2, . . . on positiivsed täisarvud, nimetatakse harilikuks ahel-
murruks.
Iga reaalarvu saab esitada ahelmurruna, kusjuures iga ratsionaalarv avaldub lõp-
liku ahelmurruna ning iga irratsionaalarv lõpmatu ahelmurruna.
Denitsioon 1.6. Deneerime jadad (pn) ja (qn) võrdustega:
p−1 ∶= 1, q−1 ∶= 0, p0 ∶= a0, q0 ∶= 1,
pn+1 ∶= anpn + pn−1,
qn+1 ∶= anqn + qn−1
n ⩾ 1. Siis murde
pn
qn
(n ∈ N) nimetatakse ahelmurru (1.2) lähismurdudeks ehk
aproksimantideks.












Bakalaureusetöö viimases peatükis on kasutatud ka irratsionaalsusmõõdu mõistet,
mis on leitav Alekseyevi artiklist [1℄.
Denitsioon 1.8. Olgu x reaalarv ja olgu R positiivsete reaalarvude µ hulk, mille
korral võrratusel




on ülimalt lõplik arv lahendeid p/q, kus p ∈ Z, q ∈ N ja SU¨T(p, q) = 1. Irratsionaal-





Teisisõnu, irratsionaalsusmõõt näitab, kui hästi on võimalik reaalarvu x lähendada
ratsionaalarvudega.
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Märkus 1.9. Kui hulk R on tühi, siis deneeritakse µ(x) = ∞ ja reaalarvu x nime-
tatakse Liouville'i arvuks. Mittetühja R korral on kolm võimalust:
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
µ(x) = 1, kui x on ratsionaalarv,
µ(x) = 2, kui x on algebraline arv, mis ei ole ratsionaalarv,
µ(x) ⩾ 2, kui x on transtsendentne. (1.3)








ak cos(kx) + bk sin(kx),














f(x) sin(kx)dx (k = 1,2, . . . ),
nimetatakse funktsiooni f Fourier' reaks lõigus [−pi,pi].
Teoreem 1.11. Kui absoluutselt integreeruv funktsioon f(x) on perioodiline pe-
rioodiga 2pi, siis igas punktis x, kus on olemas ühepoolsed tuletised
f ′(x+) = lim
u→0+
f(x + u) − f(x+)
u
ja f ′(x−) = lim
u→0−
f(x + u) − f(x−)
u
,









∀ε > 0∃N ∈ N ∶m > n ⩾ N ⇒ ∣ m∑
k=n+1
uk∣ < ε.
Lemma 1.13 (Leibnizi vahelduvate märkidega rea jääkliikme hinnang).














(vk − vk+1)sk + vnsn,
kus sk ∶= u1 + . . . + uk (k = 1, . . . , n).
Lause 1.15 (d'Alemberti tunnus). Rida ∑
k
uk koondub absoluutselt, kui eksis-





ning d < 1. Kui d > 1, siis rida ∑
k
uk hajub.





K ∈ N, et 0 ⩽ uk ⩽ vk iga k >K korral.
1. Kui rida ∑
k
vk koondub, siis koondub ka rida ∑
k
uk.
2. Kui rida ∑
k




2. Koonduvus juhul, kui α on ratsio-
naalarv




(−1)nf(n)∣ sin(npiα)∣, kus α on ratsionaalarv
ja f ∈ F, koonduvuseks tarviliku ja piisava tingimuse. Eelnevalt tõestame mõned
tulemust toetavad laused ja lemmad.




qf(n) − ∫ N+M
N
f(x)dx∣ ⩽ 3qf(N). (2.1)
Tõestus. Olgu h ∈ {1, . . . , q} suvaline. Olgu p ∈ {1,2, . . . , q} selline, et N + p =
min
1⩽i⩽M
{N + i ∣ N + i ≡ h (mod q)} ning olgu t ∈ N selline, et N +p+ tq = max
1⩽i⩽M
{N + i ∣





qf(n) − ∫ l
k
f(x)dx ⩽ qf(N).
Hindame antud vahe absoluutväärtust kolmes osas, kasutades f monotoonsust ning
kolmnurga võrratust (vt. joonist 2.1).
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xy
N N + p N + p+ q N + p+ 2q N + p+ tq N +M
. . .0
f(N)

































RRRRRRRRRRR(p + (t + 1)q −M)f(N + p + tq)
RRRRRRRRRRR⩽ qf(N) + qf(N) + qf(N) = 3qf(N).
Seega tingimus (2.1) kehtib.
Märkus 2.2. Eelnevas lauses on võimalik tuletada qf(N) ees olevale konstandile
väiksem väärtus (näiteks 2, arvestades, et tekkivate ristkülikute summa ning integ-
raali vahe on väiksem kui qf(N)), mis annab absoluutväärtusele parema hinnangu,
kuid on siinkohal ebavajalik.
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Lemma 2.3. Olgu n,h, q ∈ N, p ∈ Z ja n ≡ h (mod q). Siis
∣sin pipn
q
∣ = ∣sin piph
q
∣.




∣ = ∣sin (qt + h)pip
q
∣ = ∣sin(pipt) cos pihp
q
+ cos(pipt) sin piph
q
∣
= ∣0 + sin piph
q
⋅ 1∣ = ∣sin piph
q
∣.





















+ sin 2x sin
x
2









(cos ((m − 1
2












− cos ((q + 1
2






kust järeldub soovitud valem.
Teoreem 2.5. Olgu f ∈ F ja α =
p
q





(−1)nf(n)∣ sin(npiα)∣ koondub parajasti siis, kui q on paaritu.




(−1)nf(n)∣ sin(npiα)∣ koondub para-
jasti siis, kui































kus viimane võrdus kehtib lemma 2.3 põhjal.
Esiteks, olgu q paaritu. Siis summa üle n võrduses (2.2) on vahelduvate märkidega,
seega Leibnizi vahelduvate märkidega rea jääkliikme hinnangu (vt. lemma 1.13)






1 ⋅ f(N) = qf(N) Ð→
N→∞
0,
mis on väiksem igast reaalarvust ε > 0, mis tähendab, et rida koondub.
Teiseks, olgu q paaris. Kuna SU¨T(p, q) = 1, siis on p paaritu ja n ≡ h (mod q)


















































kus If = If(M,N) = ∫ N+M
N
f(x)dx.










































































f(x)dx =∞, siis ka rida hajub.
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3. Koonduvus juhul, kui α on irrat-
sionaalarv





seks, kus α on irratsionaalarv ja f ∈ F. Alustame mõne põhitulemust toetava lemma
tõestusega.






















Tõestus. Arendame funktsiooni f(x) = ∣sin x
2
∣ Fourier' reaks (vt. denitsioon 1.10).
Kuna ∣sin x
2
∣ on paarisfunktsioon, siis bk = 0 iga k = 1,2, . . . korral. Leiame kordajad































































pi(1 − 4k2) .
Kuna f on lõigus [−pi,pi] pidev (seega f(x−) = f(x+) = f(x)) ning





, x ≠ 0,

















































Järgmine lemma põhineb peatükil 3.2 Montgomery raamatus [7℄.




e(αn) = e(αn) − 1










e(αn) on N liikmest koosnev lõplik geomeetriline







e(αn) = 1 ⋅ (1 − e(αn))
1 − e(α) =
e(αn) − 1




e(αn)∣ = ∣e(αn) − 1















= ∣e((N − 1)α
2
)sin(npiα)




∣ sin (piα)∣ .
Kuna ∣ sin(piα)∣ graak on igas intervallis n < α < n + 1, n ∈ Z kumer ja 2_α_ on∣ sin(piα)∣ lõikaja, siis ∣ sin(piα)∣ ⩾ 2_α_. Kuna ∣e(αn)∣ ⩽ 1, siis on N kolmnurga
võrratuse tõttu antud summa mooduli triviaalne tõke. Seega
∣N−1∑
n=0
e(αn)∣ ⩽min (N, 1
2_α_).
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. Olgu k selline, et q < 4k ⩽ r ja
2pk ≡ h (mod q). Olgu t ∈ Z vähim täisarv, mille korral 2p(k + t) ≡ h (mod q), siis
2pt ≡ 0 (mod q). Kuna SU¨T(p, q) = 1 ja q on paaritu, siis
t ≡ 0 (mod q) ⇒ q ∣ t,
seega t on q kordne ehk t = q, mis tähendab, et k esineb summas iga q tagant. Olgu
k0 summas esimene selline k, mille korral kehtivad q < 4k0 ⩽ r ja 2pk0 ≡ h (mod q).





(ql + 2k0)2 − 1 =
1
(2k0)2 − 1 +
1





(ql + 2k0)2 − 1
⩽
1
(2k0)2 − 1 +
1




(qx + 2k0)2 − 1
=
1
(2k0)2 − 1 +
1
(q + 2k0 − 1)(q + 2k0 + 1) +
1























2(qx + 2k0 − 1) −
dx








ln(qx + 2k0 − 1) − 1
q









(ln(qn + 2k0 − 1) − ln(q + 2k0 − 1)






ln(qn + 2k0 − 1
qn + 2k0 + 1
) + ln (q + 2k0 + 1





ln (q + 2k0 + 1
q + 2k0 − 1
) ⩽ 1
2q
(q + 2k0 + 1
q + 2k0 − 1
− 1) = 1
q(q + 2k0 − 1)
























Lemma 3.4. Olgu p ∈ Z, q, k ∈ N, q paaris ja SU¨T(p, q) = 1. Kui 2q ∤ 2k − q, siis
2q ∤ 2pk + q.
Tõestus. Oletame vastuväiteliselt, et 2q ∣ 2pk+q. Kuna SU¨T(p, q) = 1, siis leiduvad
u, v ∈ Z nii, et up + vq = 1, kus u on paaritu, seega
2q ∤ 2k(up + vq) − q = 2upk + 2vqk − q⇒ 2q ∤ 2upk − q.
Kuna 2q ∣ 2pk + q, siis 2q ∣ u(2pk + q) = 2upk + uq. Järelikult
2q ∤ 2upk + uq − (2upk − q) = (u + 1)q,
millega oleme saanud vastuolu, sest u+1 on paarisarv, seega 2q ∣ (u+1)q. Järelikult
2q ∤ 2pk + q.
Lemma 3.5. Olgu k, q ∈ N, p ∈ Z, q paaritu ja 1 ⩽ h ⩽ 2q, h paaritu. Siis
2pk + q ≡ h (mod 2q) ⇔ 2pk ≡ h (mod q).
Tõestus. ⇒ Kui 2pk + q ≡ h (mod 2q), siis denitsiooni põhjal leidub t ∈ Z nii,
et 2pk + q = 2tq + h. Siis aga leidub l = 2t + 1 ∈ Z nii, et 2pk = lq + h ehk 2pk ≡ h(mod q).
⇐ Kui 2pk ≡ h (mod q), siis denitsiooni põhjal leidub t ∈ Z nii, et 2pk = tq + h,
kusjuures t on paaritu, sest h on paaritu. Siis aga leidub l =
t + 1
2
∈ Z nii, et
2pk + q = 2lq + h ehk 2pk + q ≡ h (mod 2q).
3.1 Põhiteoreem ja tema tõestus
Teoreem 3.6. Olgu f ∈ F, α ∈ R∖Q ja olgu (qn)∞n=1 arvu α ahelmurru lähismurdude




















(−1)nf(n)∣ sin(npiα)∣ koondub. Selleks näitame, et
tema osasummade jada S(α;M,N) on Cauhy jada, s.t.
∀ε > 0∃N0 ∈ N∶M > N ⩾ N0 ⇒ ∣S(α;M,N)∣ < ε.
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> 0 abil paaris N korral, siis paaritu N jaoks kehtib
S(α;M,N) = S(α;M,N + 1) + 2f(N) ⩽ ε
2
+ 2f(N)Ð→ 0,
sest eelduse kohaselt lim
x→∞
f(x) = 0. Arendame funktsiooni ∣ sin(npiα)∣ Fourier' ritta,
saame lemma 3.1 põhjal
















sest sin(−2piαkn) = − sin(2piαkn). Perioodilisuse tõttu kehtib eelnev iga x ∈ R












Kui k = 0, siis Leibnizi vahelduvate märkidega rea jääkliikme hinnangut (vt. lemma







































































(−1)nf(n)e(αkn)} + τ1. (3.2)



















































Tähistame τ2 ∶= τ1 +
f(N)
4
. Kuna N on paaris ning e(αk(N + t)) = e(αkN)e(αkt)










(−1)ng(n)e(αkn)} + τ2, (3.3)
kus g(x) = f(N + x).
Kasutame Abeli teisendust, võttes lemmas 1.14 n ∶=M , k ∶= n, un ∶= (−1)ne(αkn)






























∆g(m)V (α;m)} + τ2, (3.5)
kus





Et hinnata võrratuse (3.5) paremat poolt, lõhume summa V (α;m) tükkideks vas-
tavalt lähismurdude nimetajatele α ahelmurru esituses. Olgu (pn/qn)∞n=0 arvu α







kus Kj(M) on hulk, mis koosneb positiivsetest täisarvudest k ⩽ M , mille korral
qj < 4k ⩽ qj+1. Leiame kolm erinevat hinnangut summa Vj(α;m) jaoks, sõltuvalt
qj suurusest ning paarsusest.
3.1.1 Vj(α;m) hinnang väikese j korral












(8k2 − 2)___kα + 12___
=∶Kj(α).
(3.7)
3.1.2 Vj(α;m) hinnang paaritu qj korral
Olgu qj paaritu ja piisavalt suur, s.t. kehtigu qj ⩾ 2 >
√



























Seega _kβ_ = k∣β∣.
Kuna qj on paaritu, siis 2qj ∤ (2pjk + qj) ja














Kolmnurga võrratuse (vt. lemma 1.2) tõttu





























































kus viimane võrdus kehtib tänu lemmale 3.5.
































⩽ h ⩽ qj ⇒ ____
2h − 1
2qj






















2qj − (2h − 1) ,
23
siis kasutades eeldust qj >
√













































3.1.3 Vj(α;m) hinnang paaris qj korral
Olgu qj paaris ja β nagu osas 3.1.2. Kui 2k /≡ qj (mod 2qj), siis lemma 3.4 põhjal
2qj ∤ (2pjk + qj) ja







Järelikult on paaris qj korral võimalik arutleda sarnaselt osaga 3.1.2, välja arvatud
juhul, kui 2k ≡ qj (mod 2qj). Seega
∣Vj(α;m)∣ ⩽ ∣V ′j (α;m)∣ + 100 ln qjqj , (3.10)
kus













































sest pj(2t + 1) on paaritu. Kasutades lemmat 3.2, saame, et
∣U(kα;m)∣ ⩽ min (m, 1
2_βk_) = min (m,
1








ja lemma 1.7 põhjal
1
∣β∣ < 2qjqj+1.



























Juhul, kui 2qj > qj+1, siis peaksid korraga kehtima
qj
2
< 2k < qj , 2k ≡ qj (mod 2qj),
mis on võimatu, seega summas V ′j (α;m) pole ühtegi liidetavat, ja viimase võrratuse












(j0 määrati leheküljel 19). Kasutame valemit (3.7), et hinnata V (α;m) alamsum-
masid Vj(α;m), kui j < j0 ning valemeid (3.9) ja (3.13), et hinnata summasid
Vj(α;m), kui j ⩾ j0 ja qj on vastavalt paaritu või paaris. Olgu Iα(M) selliste j ⩾ j0
hulk, mille korral qj on paaris ning rahuldab võrratusi qj ⩽M ja 2qj ⩽ qj+1. Siis











Näitame, et lnx <
√
x iga x > 0 korral. Olgu f1∶ (0,∞) → R selline, et f1(x) ∶=√
x − lnx. Kuna













siis f1 on kahanev, kui 0 < x ⩽ 4 ja kasvav, kui x ⩾ 4. Paneme tähele, et ekstree-
mumkohas f1(4) =√4 − ln 4 = 2 ln e
2
> 0, järelikult
f1(x) =√x − lnx > 0 ∀x > 0,





















































∆g(m)V (α;m)} + τ2.
Paneme tähele, et f monotoonsuse tõttu
∣Kg(M)∣ =Kf(N +M) ⩽Kf(N), ∣c1g(M)∣ = c1f(N +M) ⩽ c1f(N),
∣K∆g(m)∣ =K(f(N +m) − f(N +m + 1)) ⩽Kf(N),
∣c1∆g(m)∣ = c1(f(N +m) − f(N +m + 1)) ⩽ c1f(N),
























































Kasutades f monotoonsust ja Abeli teisendust (vt. lemma 1.14), kus n ∶= M ,




















g(x)dx = ∫ rj+1
1
f(x +N − 1)dx ⩽ ∫ qj+1
1
f(x)dx,












































Paneme tähele, et lim
x→∞
f(x) = 0 (sest f ∈ F), seega





























kasutame lähismurdude omadusi (vt lemma 1.7) ja Mahleri poolt leitud hinnangut
pi irratsionaalsusmõõdule.
Märkus 4.1. Seni parim ülemine tõke arvu pi irratsionaalsusmõõdule on 7,6063. . . ,
mille on andnud Salikhov aastal 2008 [8℄. Kuna arv pi on transtsendentne, on tema
irratsionaalsusmõõt kindlasti suurem kui 2 või võrdne sellega (vt. irratsionaalsus-









Tõestus. Rakendame teoreemi 3.6 juhule, kus α =
1
pi
ja f(x) = 1
x














koondub. Mahler on tõestanud aastal 1953 (vt. [6℄), et suvaliste täisarvude p, q,












] = 0, r1 = 11
pi
− 0
= pi, a1 = [r1] = 3, r2 = 1
pi − 3
, a2 = [r2] = 7, . . .
























































< . . . <
1
pi





































































































sest ln qn ⩽ qn − 1 < qn. Hindame antud ridade liikmeid, kasutades lähismurdude











































mis tähendab, et antud read koonduvad.
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